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Rekurencja w jezyku Python

. i | Zrédto: schrupp, domena publiczna.

Rekurencja jest metoda rozwigzywania problemow, ktora korzysta z rozwigzan innych
problemow. Jej wyjatkowos¢ polega na tym, ze za ,innymi problemami” kryje si¢ problem
wlasciwy, ale rozwigzywany dla podproblemu, ktory powstal w wyniku podziatu problemu
wyjsciowego.

W e-materiale Rekurencja przedstawiliSmy podstawowe informacje dotyczace omawianego
zagadnienia. Kolejnym krokiem bedzie implementacja w wybranym jezyku programowania.
Ten e-material poswiecony jest implementacji algorytmoéw rekurencyjnych w jezyku
Python.

Wiecej przykladow, ¢wiczen i rozwigzan znajdziesz w:

e Rekurencja - ¢wiczenia,
» Rekurencja w zadaniach.

Ciekawi cie, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoéch pozostatych lekcjach z tej serii:

e Rekurencja w jezyku C++.
o Rekurencja w jezyku Java,
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O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjaSnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:

 Cigg okreslony rekurencyjnie,

» Cigg geometryczny okreslony rekurencyjnie,

o Wz0r ogolny ciggu okreslonego rekurencyjnie,

o Ciag arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.
Twoje cele

e Przeanalizujesz rekurencyjne podejscie do algorytmu Euklidesa i poznasz zalety jego
stosowania.

e Zapoznasz si¢ z réznymi implementacjami rekurencyjnego algorytmu Euklidesa.

» Wyjasnisz, czym rekurencja rozni si¢ od iteracji.

e Rozwigzesz kilka zadan z wykorzystaniem rekurenci.
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Przeczytaj

W e-materiale Algorytm Euklidesa poznaliSmy algorytm stuzacy do znajdowania
najwiekszego wspolnego dzielnika dwoch liczb naturalnych. Wersje iteracyjna Algorytmu
Euklidesa w jezyku Python omowiliSmy w e-materiale Algorytm Euklidesa w jezyku Python.
Tym razem zbadamy podejscie rekurencyjne.

Algorytm Euklidesa z odejmowaniem - implementacja
algorytmu w jezyku Python

Zaimplementujmy z uzyciem rekurenciji algorytm Euklidesa w jezyku Python.

W funkcji NWD (), ktéra przyjmuje dwie zmienne, uzyliby$my instrukcji warunkowej if,
w ktorej warunek bedzie taki sam, jak w przypadku petli while w wykonaniu iteracyjnym,
czylia '= b.

Jezeli warunek jest spelniony, to znaczy a != b, funkcja bedzie wywolywana
rekurencyjnie. W przypadku gdy wartos¢ a bedzie wieksza od wartosci b, funkcja
zwroci NWD(a - b, b),aw przeciwnym przypadku NWD(a, b - a).W algorytmie
korzystamy z rownosci NWD(a, b) = NWD(a - b, b)dlaa > blub

NWD(a, b) = NWD(a, b- a)dlab > a,ktore pokazalismy w e-materiale Algorytm
Euklidesa.

Jezeli warunek nie jest spetniony, funkcja zwroéci a. Oczywiscie mogtaby tez zwrocic b -
jezeli warunek nie zostanie speiniony, bedzie to oznaczac, ze wartos¢ obu zmiennych jest
identyczna.

Nasza funkcja wyglada nastepujaco:

1 def NwD(a, b):

2 if a '= b:

3 if a > b:

4 return NWD(a - b, b)
5 else:

6 return NwWD(a, b - a)
7 return a

Algorytm Euklidesa z dzieleniem - implementacja algorytmu
w jezyku Python
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Zadeklarujemy funkcje NWD (). Przyjmie ona parametry a i b. W ciele funkcji umie$cimy
instrukcje warunkowgq if, ktorejtestem logicznym bedzie b != 0. Jezeli zaleznos¢
zachodzi, funkcja zwrdci samg siebie z argumentami bia % b. W przeciwnym razie
funkcja zwroci zmienng a. Kod wyglada nastepujaco:

1 def NwD(a, b):

2 if b I= 0:

3 return NWD(b, a % b)
4 else:

5 return a

Istotne jest, zeby funkcja zwroécita przypadek podstawowy w momencie, gdy b przyjmie
warto$¢ 0. W innym przypadku w nastepnym wywotaniu funkcji pojawilby si¢ argument,
ktory doprowadzitby do wykonania operacji niedozwolonej, czyli szukania reszty z dzielenia
przez 0.

Stownik
konkatenacja

laczenie ze soba lancuchow znakow
modulo

reszta z dzielenia dwoch liczb catkowitych, w jezyku Python oznaczana znakiem %
(procent),np.:22 % 5 = 2
NWD

najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb naturalnych - najwigksza liczba naturalna, ktora
dzieli obie te liczby bez reszty
przypadek podstawowy

przypadek, w ktorym funkcja rekurencyjna zwraca konkretng wartosc¢, a nie wywotanie
samej siebie
rekurencja

technika programowania polegajaca na odwotywaniu si¢ procedur lub funkcji do samych

siebie, az do momentu spetnienia warunku podstawowego
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Film samouczek




Polecenie 1

Napisz program, ktéry obliczy element ciggu o indeksie n.

Przetestuj jego dziatanie dla ciggu o wzorze:

1 gdzien =0
an = )
an_1 +7r gdzien >0

gdzieag = 1,r = 5,n = 3.
Specyfikacja problemu:
Dane:

e n - liczba naturalna

e r -liczba naturalna
Wynik:

e wyraz ciggu o indeksie n






Polecenie 2
Napisz program, ktory policzy najwiekszy wspélny dzielnik (NWD) wskazanych liczb.
Przetestuj jego dziataniedlan = 24 orazk = 28.

Rekurencyjny wzér na wyznaczanie NWD:

n gdzie k =0

nwd(k, n) = {nwd(n mod k, k) gdzie k > 0

Specyfikacja problemu:
Dane:
e n - liczba naturalna
e k - liczba naturalna
Wynik:

e NWD liczb n oraz k



Polecenie 3

Poréwnaj swoje programy z przedstawionymi w filmie.

i A= /.

\)7prowadzenie do
rekurencji

Implementacja w jezyku Python




Film dostepny pod adresem /preview/resource/R19pudypm55e3
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film nawigzujacy do treSci materialu wprowadzenia do rekurencji, implementacja w jezyku
Python.

Plik o rozmiarze 221.00 B w jezyku polskim

Polecenie 4
Zastanow sie, jak wygladatoby rozwigzanie problemu postawionego w filmie, gdyby zapisac je
iteracyjnie. Jak wygladataby wydajnos$¢ programu?

Polecenie 5
Zastanow sie, jakie roznice dostrzegasz w zaprezentowanej implementacji w stosunku do tej,
ktéra przedstawiono wczesnie;j.

Wazne!

W filmie mowa o tym, ze dodanie poprzednich wyrazow wedle wyznaczonego wzoru jest
mozliwe z wykorzystaniem definicja rekurencyjnej - mozemy tak zrobi¢ w przypadku

ciggow arytmetycznych.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1

Wskaz poprawny zapis funkcji rekurencyjnej.

1 # funkcje rekurencyjne

1 def rekurencja(numer):
O ja( )

2 return 1 if numer = 0 else rekurencja(numer-1)
1 def rekurencja(numer):
2 wynik = 1
O 3 for i in range(numer):
4 wynik=pow(numer,2)
S return wynik

def rekurencja(numer):
wynik = 1
for i in range(numer):
wynik = rekurencija(i)
return wynik

O
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Cwiczenie 2

Napisz program, ktéry obliczy sume n kolejnych liczb naturalnych z uzyciem rekurencji.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e N - liczba naturalna

Wynik:

e X - liczba naturalna; suma n kolejnych liczb naturalnych

Twoje zadania

1. Zdefiniowanie funkcji suma.

2. Sprawdzenie, czy funkcja dla podanego parametru zwraca typ int.

3. Funkcja suma zwraca wartos$¢ 55 dla danych wejsciowychn = 180.
4. Funkcja suma zwraca warto$¢ 105 dla danych wejsciowych n = 14,

1 def suma(n):
2 # Tu uzupeinij kod
3 return None






Cwiczenie 3

Napisz program, ktéry wygeneruje n-te stowa Thuego-Morse'a oddzielone znakiem nowej linii.
Kolejne wartosci n podane sg w tablicy.

Stowa Thuego-Morse'a tworzone sg wedtug ponizszej zasady:

T _{O gdyn =20
n Th1-Th-1 gdyn >0

Gdzie:

.y oznacza konkatenacje stowa x ze stowem y - taczymy stowo x oraz y, przy czym stowo x
wystepuje na pierwszej pozycji.

a oznacza negacje bitow w stowie a - znaki 0 zamieniamy na 1 i odwrotnie.

Przyktad:
To,=0
T, =01
T, = 0110

Ty = 01101001

Specyfikacja problemu:

Dane;

e tablica - tablica liczb catkowitych

Wynik:

e X - cigg znakow
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Twoje zadania

1. Zdefiniowanie funkcji T.

2. Funkcja zwraca wartos¢ "0" dlan = 0.

3. Funkcja zwraca wartos$¢ "6110" dlan = 2.
4. Funkcja zwraca wartos¢

"01101001100101101001011001101001100101100110100101101001100
10110" dlan = 6.

1 def T(n):

2 # Tu uzupeinij kod
3 pass

4

5 tablica = [0, 2, 6]







Cwiczenie 4 @

Napisz funkcje skracajgcg utamki. Powinna przyjmowac dwie liczby naturalne: 1icznik
imianownik, a zwracac napis bedacy skréocong postacig utamka; np. dla liczb 2 i 4 funkcja
powinna zwroci¢ 1/2.

Specyfikacja problemu:
Dane:
e licznik - liczba catkowita
e mianownik - liczba catkowita
Wynik:
Program na wyjsciu standardowym zwradci skrocony utamek.

Twoje zadania

1. Zdefiniowanie funkcji skroc_ulamek.
2. Funkcja zwraca napis "1/3" dla wartosci 3 oraz 9.
3. Funkcja zwraca napis "1/6" dla wartosci 6 oraz 36.

1 def skroc_ulamek(licznik, mianownik):
2 # Tu uzupeinij kod
3 pass






Dla nauczyciela

Autor: Adam Jurkiewicz
Przedmiot: Informatyka

Temat: Rekurencja w jezyku Python

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przyktady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):



» Przeanalizujesz rekurencyjne podejscie do algorytmu Euklidesa i poznasz zalety jego
stosowania.

e Zapoznasz si¢ z réznymi implementacjami rekurencyjnego algorytmu Euklidesa.

e Wyjasnisz, czym rekurencja rozni sie od iteracij.

» Rozwigzesz kilka zadan z wykorzystaniem rekurenciji.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
pracaw grupach,;
praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostg¢pnia e-materiak:
»Rekurencja w jezyku Python” Nauczyciel prosi uczniéw o zapoznanie si¢ z treSciami
w sekciji ,Przeczytaj.

Faza wstepna:

1. Wyswietlenie przez nauczyciela tematu i celow lekcji. Okreslenie wigzacych dla
uczniow kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworza pytania dotyczgce tematu zaje¢, na
ktore odpowiedza w trakcie lekcji.



Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Uczniowie analizuja przykiad z sekcji ,Przeczytaj’ i testujg
zaprezentowane rozwiazania na swoim komputerze.

2. Praca z multimedium. Uczniowie wspolnie zapoznaja si¢ z trescig i filmem
umieszczonym w sekciji ,,Film samouczek”. Nastepnie indywidualnie przechodza do
wykonywania polecen: 1, 3 i 5. W kolejnym kroku przedstawiajg swoje rezultaty osobie
z fawki. W przypadku watpliwosci i trudnosci przy rozwigzywaniu zadania nauczyciel
omawia je na forum klasy.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie realizuja indywidualnie ¢wiczenia nr 1-3, po ich
wykonaniu poréwnujg otrzymane wyniki z inng osoba.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia z programowania w Pythonie, zwracajac uwage
na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie szukajg problemow matematycznych i informatycznych, w ktorych
wykorzystanie rekurencji moze by¢ przydatne.

Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersiji).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg wykorzystac tresci w sekcjach: ,Przeczytaj’, ,,Film samouczek’,
»Sprawdz sie” jako materiat do lekcji powtorkowe;.



